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QUELQUES RE´FLEXIONS INE´VITABLES
FRANK WAGNER
Re´sume´. Nous ge´ne´ralisation la construction de Fre´con du radical
ine´vitable aux groupes dans les the´ories stables et meˆme simples.
Abstract. We generalize Fre´con’s construction of the inevitable
radical to groups in stable and even simple theories.
1. Introduction
Dans [1] Olivier Fre´con a de´fini un sous-groupe de´finissablement
caracte´ristique d’un groupe de rang de Morley fini, le sous-groupe
In(G) des e´le´ments ine´vitables, sous-groupe minimal tel qu’on puisse
espe´rer construire une ge´ome´trie sur G/In(G). Nous allons ge´ne´raliser
ses de´finitions au cas d’un groupe stable, ou encore hyperde´finissable
dans une the´orie simple, et e´tudier les proprie´te´s des sous-groupes ob-
tenus.
2. Les de´finitions ine´vitables
Rappelons d’abord les de´finitions (ou plutoˆt les caracte´risations e´qui-
valentes) de [1] :
De´finition 2.1. Soit G un groupe de rang de Morley fini. Une fa-
mille de´finissable F de sous-groupes connexes de G est ge´ome´trique si
l’ensemble {g ∈ G : ∃! F ∈ F g ∈ F} est ge´ne´rique dans G.
Un e´le´ment g ∈ G est ge´ome´trique s’il y a une famille ge´ome´trique
F avec g /∈
⋃
F .
G est ge´ome´trique si tout e´le´ment non-trivial de G est ge´ome´trique.
Un e´le´ment non-ge´ome´trique est ine´vitable. L’ensemble des e´le´ments
ine´vitables est note´ In(G).
Fre´con montre que In(G) est un sous-groupe de´finissable et de´finis-
sablement caracte´ristique de G. En plus, si F est ge´ome´trique pour G,
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alors {F ∈ F : In(G) ≤ F} est ge´ome´trique, et donc G/In(G) est un
groupe ge´ome´trique.
Remarque 2.2. Puisque la famille F est de´finissable, les sous-groupes
dans F sont uniforme´ment de´finissables. Par contre, comme on ne sait
pas si la connexite´ est une proprie´te´ de´finissable, on ne sait pas non plus
si toute famille de sous-groupes connexes uniforme´ment de´finissables
est contenue dans une famille de´finissable de sous-groupes connexes.
Plus ge´ne´ralement on ne sait pas si la famille des composantes connexes
d’une famille de sous-groupes uniforme´ment de´finissables est encore
uniforme´ment de´finissable. Il n’est donc pas clair si In(G) est le plus
petit sous-groupe normal de G tel que le quotient soit ge´ome´trique.
Si F est une famille ge´ome´trique d’un groupe de rang de Morley G,
alors on peut de´finir une ge´ome´trie naturelle dont les points sont les
e´le´ments de G, et les droites les translates (a` gauche) des sous-groupes
dans F . Alors ge´ne´riquement deux points de G sont sur une droite
commune unique.
Fre´con note qu’on doit aussi conside´rer les familles ge´ome´triques des
puissances carte´siennes de G : Pour le groupe additif d’un pur corps
K alge´briquement clos, In(K) = K comme pour tout groupe minimal,
mais In(K ×K) est trivial.
De´finition 2.3. Soit G un groupe de rang de Morley fini et ρn : G→∏
i<nG le plongement g 7→ (g, 1, . . . , 1). On pose
InP (G) =
⋂
n>0
ρ−1n (In(
∏
i<n
G)).
Alors InP (G) est de´finissable, de´finissablement caracte´ristique, con-
tenu dans In(G), et ve´rifie InP (G/InP (G)) = 1. De plus,
InP (
∏
i<n
G) =
∏
i<n
InP (G).
Exemple 2.4. [2] Soit G un groupe de rang de Morley fini et C un sous-
groupe de Carter (sous-groupe de´finissable connexe nilpotent presque
auto-normalisant) ge´ne´reux (dont la re´union des conjugue´s recouvre G
ge´ne´riquement). Alors la famille des conjugue´s de C est ge´ome´trique.
Exemple 2.5. [1] Soit G un groupe de rang de Morley fini et H un
sous-groupe de´finissable sans torsion, d’indice fini dans son normali-
sateur. Alors soit H admet une famille ge´ome´trique de sous-groupes
propres, soit la famille de conjugue´s de H est ge´ome´trique dans G.
En particulier, si H = C est un sous-groupe de Carter et G est un
groupe simple connexe minimal, alors soit la famille de conjugue´s de
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C est ge´ome´trique, soit C a une famille ge´ome´trique de sous-groupes
propres et interpre`te un corps alge´briquement clos.
Nous conseillons l’article de Fre´con [1] pour une analyse des groupes
ge´ome´triques alge´briques et une discussion des groupes ge´ome´triques
de rang de Morley fini. Pour plus de renseignements sur les groupes
stables, auxquels nous cherchons a` ge´ne´raliser les re´sultats de Fre´con,
le lecteur pourra consulter [3], [4] ou [6] ; quant aux the´ories simples et
leurs groupes hyperde´finissables il y a [5], [7] et [8].
3. Rajoutons un peu de simplicite !
Les de´finitions ci-dessus restent raisonnables dans le contexte plus
ge´ne´ral des groupes ω-stables, ou` les composantes connexes existent et
sont de´finissables. Dans un groupe stable, les composantes connexes
ne sont a priori que type-de´finissables, donne´es par une intersection
infinie de sous-groupes de´finissables d’indices finis ; de plus, le contexte
naturel dans une the´orie stable sont les groupes type-de´finisables. Pire
encore, pour un groupe hyperde´finissable dans une the´orie simple, les
composantes connexes de´pendent des parame`tres, et meˆme dans le cas
type-de´finissable la question si un tel groupe est intersection de groupes
de´finissables reste ouverte.
De´finition 3.1. Soit G un groupe hyperde´finissable sur A, et H un
sous-groupe de G hyperde´finissable sur B.
– Un sous-groupe hyperde´finissable K de G est commensurable avec
H si H ∩K est d’indice borne´ dans H et dans K.
– H est localement connexe si H est e´gal a` tout Hγ, conjugue´ de H
par un e´le´ment de G ou par un automorphisme mode`le-the´orique
fixant A, de`s que H et Hγ sont commensurables.
– B est le parame`tre canonique de H (sur A) si tout automorphisme
fixant A stabilise H si et seulement s’il fixe B.
La notion de connexite´ locale de´pend du groupe ambient G et de ses
parame`tres A.
Fait 3.2. – Soit G un groupe type-de´finissable sur A dans une the´orie
stable, et H ≤ G un sous-groupe type-de´finissable. Alors H posse`de
un parame`tre canonique, et sa composante connexe H0 est locale-
ment connexe. Si H est relativement de´finissable, alors H posse`de
un parame`tre canonique imaginaire fini, et l’intersection de tous
les A-conjugue´s et de tous les G-conjugues de H commensurables
avec H est un sous-groupe H lc relativement de´finissable localement
connexe d’indice fini dans H.
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– [5, Corollary 4.2.10, Corollary 4.5.16 et Lemma 4.5.19] Soit G un
groupe hyperde´finissable sur A dans une the´orie simple, et H ≤ G
un sous-groupe hyperde´finissable. Alors il existe un sous-groupe H lc
hyperde´finissable localement connexe commensurable avec H ; si
G est type-de´finissable et H relativement de´finissable, alors H lc
est relativement de´finissable. Tout groupe localement connexe a` un
parame`tre canonique.
Remarque 3.3. Soit F = {G∩Fc : c |= p} une famille de sous-groupes
relativement de´finissables localement connexes dans une the´orie simple
telle que Fc de´finisse un groupe pour tout c (par exemple si le groupe
ambient G est de´finissable). Pour c |= p soit n(ϕ, k) = D∗(G∩Fc, ϕ, k)
le (ϕ, k)-rang local de G ∩ Fc. Alors si c
′, c′′ |= p et
D∗(G ∩ Fc′ ∩ Fc′′, ϕ, k) ≥ n(ϕ, k)
pour tout (ϕ, k), alors G∩Fc′ et G∩Fc′′ sont commensurables, et donc
c′ = c′′. Par compacite´ il y a un ensemble fini {(ϕi, ki) : i < n}, une
formule ψ0 ∈ p et un ensemble de´finissable X ⊇ G tels que
ψ0(c
′) ∧ ψ0(c
′′) ∧
∧
i<n
D∗(X ∩ Fc′ ∩ Fc′′, ϕi, ki) ≥ n(ϕi, ki)
implique c′ = c′′. Soit ψ(x) la formule
ψ0(x) ∧
∧
i<n
D∗(X ∩ Fx, ϕi, ki) ≥ n(ϕi, ki).
Alors la famille F¯ = {G ∩ Fc : c |= ψ} est une famille de´finissable de
sous-groupes localement connexes de G.
A partir de maintenant soit G un groupe hyperde´finissable sur ∅ dans
une the´orie simple. Comme nos familles de sous-groupes ne consistent
plus de groups connexes, mais localement connexes, il convient de re-
lacher un peu la condition d’unicite´ dans la de´finition d’une famille
ge´ome´trique.
De´finition 3.4. Soit A un ensemble de parame`tres. La famille F des
A-conjugue´s d’un sous-groupe localement connexe hyperde´finissable de
G est (pseudo-)ge´ome´trique si
⋃
F est ge´ne´rique, et si pour tout g ∈ G
ge´ne´rique l’ensemble {F ∈ F : g ∈ F} est de cardinal au plus 1 (resp.
de cardinal borne´).
Un e´le´ment g ∈ G est (pseudo-)ge´ome´trique s’il y a une famille
(pseudo-)ge´ome´trique Fg avec g /∈
⋃
Fg. Le groupe G est (pseudo-)
ge´ome´trique si tout e´le´ment non-trivial de G est (pseudo-)ge´ome´trique.
Un e´le´ment non-(pseudo-)ge´ome´trique est (pseudo-)ine´vitable.
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L’ensemble des e´le´ments ine´vitables est note´ In(G), l’ensemble des
e´le´ments pseudo-ine´vitables Ψ(G).
Si F est une famille (pseudo-)ge´ome´trique, puisque tous ses e´le´ments
sont conjugue´s, la connexite´ locale implique que F1 et F2 dans F
sont e´gaux de`s qu’ils sont commensurables. On notera aussi que tout
membre de F contient un e´le´ment ge´ne´rique de G (qui alge´braise son
parame`tre canonique, bien sur), comme tous les groupes dans F sont
conjugue´s par A-automorphisme.
Remarque 3.5. Soit F une famille hyperde´finissable sur A avec
⋃
F
ge´ne´rique et {F ∈ F : g ∈ F} de cardinal au plus un (resp. borne´) pour
tout g ∈ G ge´ne´rique sur A. Soit F0 ∈ F et g ∈ F0 ge´ne´rique de G sur
A. Soit F0 ⊆ F la sous-famille des A-conjugue´s de F0. Alors F0 est une
famille (pseudo-)ge´ome´trique pour G. La condition que les e´le´ments de
F soient conjugue´s sur A n’est donc pas une vraie restriction.
Remarque 3.6. Soit F = {G ∩ Fc : c |= p} une famille ge´ome´trique
de sous-groupes relativement de´finissables dans une the´orie simple telle
que Fc de´finisse un groupe pour tout c. Alors par compacite´ il existe
un ensemble ge´ne´rique X de G et une formule ϕ ∈ p tel que pour
tout c′ |= ϕ l’ensemble G ∩ Fc′ est un sous-groupe localement connexe
de G, et pour tout g ∈ X il existe un unique cg |= ϕ avec g ∈
G ∩ Fcg . Si donc G est de´finissable, alors {G ∩ Fc′ : c
′ |= ϕ} est
une famille ge´ome´trique au sens de Fre´con (sauf qu’on a remplace´
la connexite´ par la connexite´ locale, faute de pouvoir obtenir cette
premie`re de´finissablement). Re´ciproquement, si F est une famille ge´o-
me´trique sur A au sens de Fre´con, g ∈ G est ge´ne´rique sur A et
Fc ∈ F contient g, alors la famille des A-conjugue´s de Fc est une
famille ge´ome´rique au sens de la de´finition 3.4.
Remarque 3.7. Si F consiste de sous-groupes connexes, alors l’e´le´ment
g ∈ G ge´ne´rique qui est contenu dans un membre de F est force´ment
dans la composante connexe de G ; si la the´orie est stable, il n’y a qu’un
seul type possible, et on peut supposer de`s le de´part que G soit connexe.
En particulier notre de´finition 3.4 ge´ne´ralise bien celle de Fre´con.
Par contre, meˆme dans le cas stable, si F ne consiste pas de sous-
groupes connexes, il n’y a pas raison que g soit ge´ne´rique principal, ni
meˆme qu’un ge´ne´rique principal soit contenu dans un membre de F :
Soit G le produit semidirect de Q avec une involution i qui agit par
inversion, et F la famille de conjugue´s de 〈i〉. Alors G est ω-stable de
rang 1 et degre´ 2 ; un ge´ne´rique non-principal est dans un seul membre
de F , et
⋃
F ∩G0 = {0}.
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Remarque 3.8. Afin d’e´viter des cas de´ge´ne´re´s on peut demander
dans la de´finition d’une famille ge´ome´trique F que les groupes F ∈ F
soient infinis, ou qu’un ge´ne´rique de G ne soit pas e´tranger a` F , ou
encore que G soit F -analysable (conditions de plus en plus restric-
tives). Inversement, nos preuves ne se servent de la connexite´ locale
que pour s’assurer qu’un parame`tre canonique existe ; en utilisant des
parame`tres de de´finition quelconques raisonnablement inde´pendants on
peut se passer de cette hypothe`se.
Remarque 3.9. Si F est une famille ge´ome´trique pour G, alors la
famille des translate´s a` gauche des sous-groupes dans F nous donne une
ge´ome´trie sur G tel que ge´ne´riquement deux points sont sur au plus une
droite commune. Si F n’est que pseudo-ge´ome´trique, cela nous donne
une pseudo-ge´ome´trie : Ge´ne´riquement deux points ne sont que sur un
nombre borne´ de droites communes. Par compacite´, si le parame`tre
canonique d’un groupe dans F est un e´le´ment imaginaire (par exemple
si les groupes sont relativement de´finissables), ce nombre borne´ est fini.
Remarque 3.10. Si Fi est une famille (pseudo-)ge´ome´trique de Gi
pour i = 1, 2 et F1 ∈ F1 et F2 ∈ F2 ont des parame`tres inde´pendants,
alors la famille des conjugue´s de F1×F2 est (pseudo-)ge´ome´trique dans
G1 ×G2.
Proposition 3.11. Soit A ⊆ B, et F ≤ G un sous-groupe localement
connexe hyperde´finissable de parame`tre canonique c avec c |⌣AB. Si
la famille FA des A-conjugue´s de F est (pseudo-)ge´ome´trique, alors
la famille FB des B-conjugue´s l’est. La re´ciproque est vrai pour les
familles pseudo-ge´ome´triques ; dans le cas d’une famille ge´ome´trique
il faut supposer en plus que tp(c/A) soit stationnaire (par exemple si
A = acleq(A) dans une the´orie stable).
De´monstration : Soit FA (pseudo-)ge´ome´trique, et g ∈ F ge´ne´rique de
G sur A. On peut supposer g |⌣AcB. Par transitivite´ B |⌣A gc, et g
est ge´ne´rique sur B. Donc
⋃
FB est ge´ne´rique. Mais tout ge´ne´rique
de G sur B est ge´ne´rique sur A, et FB ⊆ FA. Donc FB est (pseudo-)
ge´ome´trique.
Pour la re´ciproque, supposons FB pseudo-ge´ome´trique. Evidemment⋃
FA ⊇
⋃
FB est ge´ne´rique dans G. Soit g ∈ F ge´ne´rique de G sur A ;
on peut supposer g |⌣AB. Soient ci ≡A c les parame`tres canoniques
des Fi ∈ FA avec g ∈ Fi pour i ∈ I. Si I n’est pas borne´, on peut
supposer (ci : i ∈ I) indiscernable sur A et (ci : i ∈ I) |⌣Ag B, d’ou`
B |⌣A(ci : i ∈ I). Comme p(X, c) = tp(B/Ac) ne devie pas sur A, on
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trouve une re´alisation
B′ |=
⋃
i∈I
p(X, ci) avec B
′ |⌣
A
(ci : i ∈ I) ;
on peut supposer en plus que
B′ |⌣
(A,ci:i∈I)
g,
d’ou` B′ |⌣A g. Donc g est ge´ne´rique sur B
′ et Fi ∈ FB′, l’image de FB
sous un A-automorphime envoyant B sur B′. Comme FB est pseudo-
ge´ome´trique, FB′ l’est aussi, est I doit eˆtre borne´e apre`s tout.
Soit enfin FB ge´ome´trique et tp(c/A) stationnaire. Alors
⋃
FA est
ge´ne´rique ; soient donc g ∈ F et (Fi, ci : i ∈ I) comme dans le para-
graphe pre´ce´dent. On suppose encore
g |⌣
A
B et (ci : i ∈ I) |⌣
Ag
B.
Donc ci |⌣AB pour tout i ∈ I ; par stationarite´ ci ≡B c et Fi ∈ FB.
Puisque g est ge´ne´rique sur B et FB est ge´ome´trique, |I| = 1. Donc
FA est ge´ome´trique. 
Remarque 3.12. En particulier, dans une the´orie simple In(G) et
Ψ(G) sont invariants sous l’adjonction de parame`tres.
Corollaire 3.13. Soit F une famille (pseudo-)ge´ome´trique pour G. Si
g ∈ G est (pseudo-)ine´vitable, alors g ∈ F pour tout F ∈ F dont le
parame`tre canonique c est inde´pendant de g sur A.
De´monstration : La famille Fg des Ag-conjugue´s de F est toujours
(pseudo-)ge´ome´trique, donc g ∈
⋃
Fg. Mais alors g ∈ F . 
Corollaire 3.14. In(G) et Ψ(G) sont des sous-groupes de G de´finis-
sablement et mode`le-the´oriquement caracte´ristiques (c’est-a`-dire inva-
riant par automorphisme de´finissable ou mode`le-the´orique).
De´monstration : Si F est une famille ge´ome´trique pour G et g, g′ ∈
In(G), alors pour F ∈ F de parame`tre canonique inde´pendant de g, g′
on a g, g′ ∈ F , et donc g′g−1 ∈ F , d’ou g′g−1 ∈ In(G) : Il s’agit bien
d’un sous-groupe. Puisque In(G) est invariant sous l’adjonction de pa-
rame`tres ne´cessaires pour de´finir un automorphisme σ, et comme F est
ge´ome´trique si et seulement si σ(F) est ge´ome´trique pour tout automor-
phisme de´finissable ou mode`le-the´orique, In(G) est de´finissablement et
mode`le-the´oriquement caracte´ristique.
La preuve dans le cas pseudo-ge´ome´trique est analogue. 
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Corollaire 3.15. S’il y a une famille ge´ome´trique non-triviale, In(G)
ne contient aucun e´le´ment ge´ne´rique. S’il y a une famille pseudo-ge´ome´-
trique non-borne´e, Ψ(G) ne contient aucun e´le´ment ge´ne´rique.
De´monstration : Supposons que g ∈ In(G) soit ge´ne´rique pour G, et
soit F une famille ge´ome´trique sur A. On peut supposer que A |⌣ g.
Soient F, F ′ ∈ F de parame`tres canoniques c, c′. On peut les choisir
tels que c, c′ |⌣A g. Alors g ∈ F et g ∈ F
′ par le corollaire 3.13, d’ou`
F = F ′ et F est triviale.
Si g ∈ Ψ(G) est ge´ne´rique et F est une famille pseudo-ge´ome´trique
sur A, avec A |⌣ g, on conside`re des groupes distincts Fi ∈ F de pa-
rame`tres canoniques ci, pour i ∈ I. On peut supposer (ci)i∈I |⌣A g.
Alors g ∈ Fi pour tout i ∈ I par le corollaire 3.13. Ainsi I et donc F
sont borne´s. 
The´ore`me 3.16. Si T est stable, In(G) et Ψ(G) sont hyperde´finissables
sur ∅.
De´monstration : Soit F une famille ge´ome´trique, disons la famille des
A-conjugue´s d’un groupe Fc localement connexe de parame`tre cano-
nique c. On conside`re l’ensemble hyperde´finissable
GF = {g ∈ G : ∃ y |= stp(c/A) [ y |⌣
A
g ∧ g ∈ Fy ].
Alors GF est un sous-groupe hyperde´finissable de G contenu dans
⋃
F .
Si g ∈ G est ine´vitable, alors pour c′ |= stp(c/A) avec c′ |⌣A g le co-
rollaire 3.13 montre que g ∈ Fc′, d’ou` g ∈ GF et In(G) ⊆ GF . Si
g ∈ G est ge´ome´trique, il existe une famille ge´ome´trique avec g /∈
⋃
F ,
d’ou` g /∈ GF . Ainsi In(G) =
⋂
F
GF , ce qui est hyperde´finissable par
la condition de chaˆıne dans les the´ories stables. Comme In(G) est ∅-
invariant, il est hyperde´finissable sur ∅.
La preuve pour Ψ(G) est analogue. 
Corollaire 3.17. Soit T stable. Si F est une famille ge´ome´trique, alors
In(G) ≤
⋂
F ; si F est pseudo-ge´ome´trique, alors Ψ(G) ≤
⋂
F .
De´monstration : Si F est B-invariant, F ∈ F avec parame`tre canonique
c, et g ∈ In(G) est ge´ne´rique sur Bc, alors g |⌣B c, d’ou` g ∈ F . Donc
In(G) ≤ F , et In(G) ≤
⋂
F .
La preuve dans le cas pseudo-ge´ome´trique est analogue. 
Corollaire 3.18. Soit T stable.
– In(G) =
⋂
{
⋂
F : F ge´ome´trique}.
– Ψ(G) =
⋂
{
⋂
F : F pseudo-ge´ome´trique}. 
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Corollaire 3.19. In et Ψ sont des radicaux, c’est-a`-dire In(G/In(G))
et Ψ(G/Ψ(G)) sont triviaux.
De´monstration : Soit F ge´ome´trique pour G. Comme In(G) ≤ F pour
tout F ∈ F , l’image F¯ de F dans G/In(G) est ge´ome´trique. Comme⋂
F
⋂
F = In(G), on a
In(G/In(G)) ≤
⋂
F
⋂
F¯ =
(⋂
F
⋂
F
)
/In(G) = In(G)/In(G) = 1¯.
La preuve pour Ψ est analogue. 
Remarque 3.20. On peut alors de´finir InP et ΨP de la me`me manie`re
que Fre´con (de´finition 2.3) et obtenir que InP (G) et ΨP (G) sont des
radicaux hyperde´finissables, de´finissablement et mode`le-the´oriquement
caracte´ristiques, et contenu dans In(G) et Ψ(G), respectivement. De
plus,
InP (
∏
i<n
G) =
∏
i<n
InP (G) et ΨP (
∏
i<n
G) =
∏
i<n
ΨP (G).
4. Dans le cas simple, les choses se compliquent...
Si G est un groupe dans une the´orie simple ou` on n’a la condition
de chaˆıne qu’a` indice borne´ pre`s, il convient de remplacer les groupes
In(G) et Ψ(G) par des approximations I˜n(G) et Ψ˜(G), comme c’est de´ja`
le cas pour le centralisateur, le normalisateur ou le centre approximatif
[5, Definition 4.4.9].
The´ore`me 4.1. Il existe un sous-groupe normal I˜n(G) hyperde´finis-
sable sur ∅ tel que In(G) ≤ I˜n(G), et si F est une famille ge´ome´trique,
alors F intersecte I˜n(G) dans un sous-groupe d’indice borne´ pour tout
F ∈ F . De meˆme, il existe un sous-groupe normal Ψ˜(G) hyperde´finis-
sable sur ∅ tel que Ψ(G) ≤ Ψ˜(G), et si F est une famille pseudo-
ge´ome´trique, alors F intersecte Ψ˜(G) dans un sous-groupe d’indice
borne´ pour tout F ∈ F . Les groupes I˜n(G) et Ψ˜(G) sont invariants sous
automorphisme ∅-de´finissable, et commensurables a` leurs conjugue´s par
un automorphisme de´finissable.
De´monstration : Soit F = Fc un groupe dans une famille ge´ome´trique,
et pF le type Lascar-fort de son parame`tre canonique c sur ∅. On
conside`re l’ensemble hyperde´finissable
XF = {g ∈ G : ∃ y |= pF [ y |⌣ g ∧ g ∈ Fy ]}.
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Soit X =
⋂
F XF . Puisque l’intersection porte sur les differentes pos-
sibilite´s pour pF ∈ S(bdd(∅)), l’intersection est borne´e et X est hy-
perde´finissable.
Si g′, g′′ ∈ X sont inde´pendants, alors pour tout pF il y a c
′, c′′ |= pF
avec c′ |⌣ g
′ et g′ ∈ Fc′, ainsi que c
′′ |⌣ g
′′ et g′′ ∈ Fc′′. Graˆce au
the´ore`me d’inde´pendance on peut supposer c′ = c′′ et c′ |⌣ g, g
′. Alors
g, g′ ∈ Fc′ et g
′g−1 ∈ Fc′ ; comme g
′g−1 |⌣ c
′ on a g′g−1 ∈ XF , d’ou`
g′g−1 ∈ X . On pose H = X2. Alors H est un sous-groupe de G hy-
perde´finissable sur bdd(∅) par [5, Lemma 4.4.8], et X contient tous les
types ge´ne´riques de H .
Si g ∈ G est ine´vitable et FA est une famille ge´ome´trique sur A =
bdd(A), on choisit A′ ≡bdd(∅) A avec g |⌣A
′. Alors FA′ est toujours
ge´ome´trique ; si F ′ ∈ FA′ est de parame`tre c
′ canonique inde´pendant de
g sur A′, alors g ∈ F ′ par le lemme 3.13. Comme c′ |⌣ g par transitivite´,
on a g ∈ XF ′ = XF , et donc g ∈ X , d’ou` In(G) ⊆ X ⊆ H .
Soit F ∈ FA de parame`tre canonique c, et h
′ ∈ H ge´ne´rique sur Ac.
Alors il y a c′ |= pF avec h
′ ∈ Fc′ et c
′ |⌣ h
′. Soit A′ |⌣c′ h
′ tel que
A′c′ ≡bdd(∅) Ac, et σ un bdd(∅)-automorphisme qui envoit A
′c′ sur Ac.
Soit h = σ(h′). Comme h′ |⌣A
′c′ on a h |⌣Ac, et h est ge´ne´rique dans
H sur Ac. Comme h ∈ F , ceci signifie que F intersecte H dans un
sous-groupe d’indice borne´.
A priori la de´finition de H de´pend des parame`tres ; on de´notera
par HB le groupe obtenu par la meˆme construction mais avec des pa-
rame`tres B nomme´s. On montrera que HB est un sous-groupe d’indice
borne´ dans H . Soit donc pF le type Lascar-fort sur ∅ du parame`tre
canonique c d’un groupe Fc dans une famille ge´ome´trique. Soit p
′
F une
extension non-deviante de pF sur bdd(B) ; par la proposition 3.11 c’est
le type Lascar-fort du parame`tre canonique d’une famille ge´ome´trique
dont les parame`tre incluent B. Alors si h ∈ HB est ge´ne´rique sur B,
il y a c′ |= p′F avec h ∈ Fc′ et c
′ |⌣B h. Mais c
′ |⌣B, d’ou` c
′ |⌣ h et
h ∈ X ⊆ H . Donc HB ≤ H .
Re´ciproquement, pour tout p′F type Lascar-fort sur B du parame`tre
canonique d’un groupe dans une famille ge´ome´trique (avec B nomme´)
soit cF |= p
′
F une re´alisation. Alors FcF intersecte H dans un sous-
groupe d’indice borne´, et il y a h ∈ H ge´ne´rique sur B ∪ (cF )F avec
h ∈ FcF pour tout F . Donc h |⌣B ∪ (cF )F , d’ou` h |⌣B cF pour tout F ,
et h ∈ XB ⊆ HB. Ceci signifie que HB est ge´ne´rique, et donc d’indice
borne´, dans H .
Puisque l’image d’une famille ge´ome´trique sous un automorphisme
bdd(∅)-de´finissable est encore ge´ome´trique avec les meˆmes parame`tres
canoniques, H est invariant sous automorphisme bdd(∅)-de´finissable.
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Si donc un automorphisme σ est de´finissable a` l’aide de parame`tres B,
on a que HB = σ(HB) est d’indice borne´ dans H et dans σ(H). Ainsi
H et σ(H) sont commensurables.
Soit p un type ge´ne´rique principal Lascar-fort de G. On pose
Y = {g ∈ G : ∃ y |= p [ y |⌣ g ∧ g ∈ H
y ]}.
Comme avant, Y 2 = K est un sous-groupe de G et Y contient tous les
ge´ne´riques de K. Comme H contient In(G) et ce dernier est normal,
In(G) ≤ Hy pour tout y |= p, et In(G) ≤ K. Si y |= p, alors H ∩Hy est
d’indice borne´ dans H et contient un ge´ne´rique h de H . Alors h |⌣ y
et h ∈ K. Ainsi K intersecte H dans un sous-groupe d’indice borne´.
Re´ciproquement, si h ∈ Y est ge´ne´rique dansK, il y a y |= p avec y |⌣ h
et h ∈ Hy. Mais alors tp(h), tp(h/y) et tp(hy
−1
/y) ont les meˆmes rangs
locaux stratifie´s ; comme hy
−1
∈ H on conclut que H ∩K est d’indice
borne´ dans K : On a bien que H et K sont commensurables.
Soit g ge´ne´rique principal de G, et h ∈ K ge´ne´rique sur g. Alors
il y a y |= p avec h ∈ Hy et y |⌣ h. Puisque p est ge´ne´rique et g
ge´ne´rique principal, il y a y′ |= p avec y′g |= p et y′ |⌣ g. Comme h |⌣ g
on peut prendre y = y′ |⌣ h, g par le the´ore`me d’inde´pendance. Alors
hg ∈ Hyg avec yg |= p et yg |⌣g h
g ; puisque yg |⌣ g par ge´ne´ricite´
on a yg |⌣ h
g, d’ou` hg ∈ Y ⊆ K. Ainsi K est normalise par tous les
ge´ne´riques principaux de G, et donc par G0.
Soit I˜n(G) l’intersection de K avec tous ses G-conjugue´s, et tous ses
conjugue´s par ∅-automorphisme. C’est une intersection borne´e ; I˜n(G)
est donc hyperde´finissable sur ∅, et clairement normal dans G. Comme
tous ces conjugue´s sont commensurables, I˜n(G) est commensurable
avec K, et donc avec H . Enfin, I˜n(G) est commensurable avec tout
conjugue´ par automorphisme de´finissable, et tout groupe F dans une
famille ge´ome´trique l’intersecte dans un sous-groupe d’indice borne´,
puisque c’est vrai de H .
La de´finition de Ψ˜(G) et la preuve de ses proprie´te´s sont analogues,
en utilisant les familles pseudo-ge´ome´triques. 
Remarque 4.2. Il se peut que In(G) soit trivial, bien que I˜n(G) est
non-borne´ ; de plus, l’effet de la saturation n’est pas e´vident, puisqu’un
groupe non-sature´ a certes moins d’e´le´ments dans ses sous-groupes hy-
perde´finissables, mais aussi moins de famille ge´ome´triques qui interdi-
raient aux e´le´ments d’appartenir a` In(G). En particulier, si G  G∗, il
n’est pas clair si In(G) = In(G∗) ∩G, ni meˆme si In(G) ≤ In(G∗).
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Proposition 4.3. S’il y a une famille ge´ome´trique non-triviale, I˜n(G)
est d’indice non-borne´ dans G. S’il y a une famille pseudo-ge´ome´trique
non-borne´e, Ψ˜(G) est d’indice non-borne´ dans G.
De´monstration : Supposons I˜n(G) d’indice borne´ dans G. Soit F une
famille ge´ome´trique et F, F ′ ∈ F . Alors I˜n(G) ∩ F ∩ F ′ est d’indice
borne´ dans G, et contient un ge´ne´rique g. Mais g ∈ F et g ∈ F ′, d’ou`
F = F ′.
Si Ψ˜(G) est d’indice borne´ dans G et F est une famille pseudo-
ge´ome´trique, soient (Fi : i ∈ I) des groupes distincts dans F . Alors
Ψ˜(G) ∩
⋂
i∈I Fi est ge´ne´rique dans G et contient un ge´ne´rique g. Donc
I et F sont borne´s, puisque g ∈ Fi pour tout i ∈ I. 
Remarque 4.4. Si F est une famille ge´ome´trique et F ∈ F coupe
I˜n(G) dans un sous-groupe propre, soit g ∈ F ge´ne´rique pour G sur
∅ et h ∈ I˜n(G) \ F avec g |⌣ h. Alors gh /∈ F ; mais gh est toujours
ge´ne´rique, et peut eˆtre contenu dans un autre groupe F ′ ∈ F . Notons
que si F · I˜n(G) = F ′ · I˜n(G), alors F et F ′ sont commensurables et
donc e´gaux. En particulier la famille F¯ des images de F dans G/I˜n(G)
n’est plus ge´ome´trique, puisque le ge´ne´rique g · I˜n(G) est contenu dans
plusieurs groupes dans F¯ .
Proposition 4.5. Si F est une famille pseudo-ge´ome´trique dans G,
alors l’image F¯ de F dans G/Ψ˜(G) est une famille pseudo-ge´ome´trique.
En particulier Ψ˜ est un radical : Ψ˜(G/Ψ˜(G)) est trivial.
De´monstration : Comme F et F · Ψ˜(G) sont commensurables pour
F ∈ F , si F · I˜n(G) et un conjugue´ groupe- ou mode`le-the´orique
(F · I˜n(G))σ sont commensurables, alors F et F σ sont commensurables
et donc e´gaux par connexite´ locale. Puisque I˜n(G) est σ-invariant,
F¯ consiste de groupes localement connexes. Pour montrer que F¯ est
pseudo-ge´ome´trique, il suffit alors a` montrer que tout ge´ne´rique de
G/Ψ˜(G) n’est contenu que dans un nombre borne´ de groupes dans F¯ .
Soit g ∈ G ge´ne´rique sur les parame`tres A qui servent a` de´finir F , et
Hg l’intersection avec Ψ˜(G) de tous les F ∈ F qui contiennent g. C’est
une intersection borne´e ; Hg est donc d’indice borne´ dans Ψ˜(G). Soit p
un type comple`t sur A, g tel que p(x) implique que x ∈ Ψ˜(G) et gx est
ge´ne´rique dans G sur A. Si a, b |= p et a ∈ bHgb, alors ga est dans tous
les F ∈ F qui contiennent gb ; par conse´quent Hga ≤ Hgb et
aHga ⊆ aHgb = bHgb.
QUELQUES RE´FLEXIONS INE´VITABLES 13
Montrons l’e´galite´. Sinon x ∈ yHgy de´finit un ordre partiel ≤ sur p avec
a < b. Puisque p est complet, un trouve une chaˆıne a0 < a1 < a2 < · · ·
de re´alisations de p ; par compacite´ il y a aω |= p avec aω ≥ ai pour
tout i < ω, et puisque la chaˆıne (ai : i < ω) est strictement croissante,
aω > ai pour tout i < ω. Re´cursivement on trouve ainsi une chaine
stricte aussi longue qu’on veut, et par le the´ore`me d’Erdo¨s-Rado il y a
une sous-chaˆıne 4-indiscernable infinie, qu’on nomme encore (ai : i ≤
ω). Soit ϕ(x, yz) une formule dans y ≤ x ≤ z tel que
tp(a0a1a2a3) ∧ p(x) ∧ p(x
′) ∧ ϕ(x, a0a1) ∧ ϕ(x
′, a2a3)
implique x 6= x′. Alors
D(p(x) ∧ a0 ≤ x ≤ a1, ϕ, 2) = D(p(x) ∧ a0 ≤ x ≤ aω, ϕ, 2)
≥ D(p(x) ∧ a0 ≤ x ≤ a1, ϕ, 2) + 1,
une contradiction. Donc Hga = Hgb et aHga = bHgb. Ainis ga et gb sont
contenus dans les meˆmes groupes F ∈ F .
Autrement dit, pour h |= p les ensembles hHgh de´finissent une par-
tition de p ; soit ∼p la relation d’e´quivalence correspondante. Mais
comme Hgh est d’indice borne´ dans Ψ˜(G), pour h |= p la classe hHgh
contient un e´le´ment ge´ne´rique h′ de Ψ˜(G) sur A, g, h. Donc h′ |⌣A,g h,
et h |⌣A,g h∼p puisque h∼p = h
′
∼p
. Ainsi h∼p ∈ bdd(A, g) et il n’y a
qu’un nombre borne´ de ∼p-classes.
Or, pour tout h ∈ Ψ˜(G) et F ∈ F tel que gh ∈ F , comme F coupe
Ψ˜(G) dans un sous-groupe d’indice fini, il y a h′ ∈ Ψ˜(G)∩F ge´ne´rique
sur A, g, h. Alors hh′ est ge´ne´rique dans Ψ˜(G) sur A, g, et ghh′ ∈ F
est ge´ne´rique dans G sur A. Comme le nombre de types p sur A, g est
borne´, et chaque type ne contient qu’un nombre borne´ de ∼p-classes,
et chaque ∼p-classe consiste d’e´le´ments h |= p tel que gh est dans les
meˆmes groupes F ∈ F , le translate´ gΨ˜(G) n’intersecte qu’un nombre
borne´ de groupes F ∈ F . Puisque tout ge´ne´rique de G/Ψ˜(G) se rele`ve
en un ge´ne´rique de G, la famille F¯ est pseudo-ge´ome´trique.
Enfin, un e´le´ment g¯ ∈ G/Ψ˜(G) est dans un groupe F¯c d’une famille
pseudo-ge´ome´trique F¯ pour un c |⌣ g¯ si et seulement si un pre´-image
g ∈ G est dans le pre´-image´ Fc · Ψ˜(G) de la famille F avec c |⌣ g.
Alors Fcg ∩ Ψ˜(G) est non-vide et ainsi d’indice borne´ dans Ψ˜(G) ; soit
g′ ∈ Fcg ∩ Ψ˜(G) ge´ne´rique dans Ψ˜(G) sur c, g. Alors g
′ |⌣ g, c, d’ou`
g′ |⌣g c et c |⌣ g, g
′. Ainsi gg′−1 |⌣ c et gg
′−1 ∈ Fc. Donc gg
′−1 ∈ XF ,
l’ensemble utilise dans la construction de Ψ˜(G). On peut faire la meˆme
chose simultane´ment pour tous les pF possibles : Il suffit de prendre g
′
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ge´ne´rique dans
Ψ˜(G) ∩
⋂
F
FcF g
ou` l’intersection
⋂
F porte sur un ensemble de repre´sentants des groupes
F pour les types Lascar-forts possibles de leur parame`tre canonique cF ,
et cF |⌣ g avec g ∈ FcF · Ψ˜(G). Ainsi, gg
′−1 ∈ X et
Ψ˜(G/Ψ˜(G)) ≤ X2/Ψ˜(G).
Or, X2/Ψ˜(G) est un groupe borne´. On a donc Y/Ψ˜(G) = X2/Ψ˜(G).
Comme Ψ˜(G) est l’intersection de tous les conjugues de Y 2 groupe-
ou mode`le-the´oriques, l’intersection de tous les conjugues groupe- ou
mode`le-the´oriques de Y 2/Ψ˜(G) est bien triviale. 
Remarque 4.6. On peut enfin de´finir I˜nP et Ψ˜P de la me`me manie`re
que Fre´con (de´finition 2.3). Ce seront des sous-groupes hyperde´finis-
sables normaux, et contenus dans I˜n(G) et Ψ˜(G), respectivement. De
plus,
I˜nP (
∏
i<n
G) =
∏
i<n
I˜nP (G) et Ψ˜P (
∏
i<n
G) =
∏
i<n
Ψ˜P (G).
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